Les expressions
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Detfinitions

Introduction

Comment décrire un langage ?7?

Etant donné un mot, appartient il 4 un langage donné ??

Nous allons parler de la théorie des langages, en particulier nous décrivons les
expressions réguliéres, et par conséquent les langages réguliers

N




Les langages

] Définitions

y

On appelle alphabet un ensemble fini non vide A de symboles (lettres de I ou plusicurs caractéres).
On appelle mot toute sdquence finie d’éléments de 4.

On note € le mot vide.

On note A* Vensemble infini contenant tous les mots possibles sur A.

On note A" Uensemble des mots non vides que Uon peut former sur A, c’est & dire AT = A* — {¢}
On note |m| la longueur du mot m, c’est & dire le nombre de symboles de A composani le mot.

On note A" l'ensemble des mots de A* de longueur n. Remargue : 4" = U A"

Exemples

- Soit 'alphabet A = {a, b,¢}. aaba, bbbachb, ¢ et & sont des mots de A", de longueurs respectives 4, 7, 1 et 0.
-Soit I'alphabet 4 = {aa, b, c}. aba n’est pas un mot de A", haab, caa, be, naaa sont des mots de A* de longueurs
| respectives 3,2, 2 et 2.

Nota_;ion

On note . l'opérateur de concaténation de deux mots : si v = vy...u, (avec u; € A) et v = vy...v, (avec
v; € A), alors la concaténation de « et v est le mot war =1 ... Uy ...t
Remargue : un mot de n lettres est en fait la concaténation de n mots d'une seula lettra.




Les langages

Propriété

[uv] = u] + |¢|
(wv)aw = w.(vaw) (associativité)
€ est élément neutre pour . ;e =cu=u

Remarque : nous écrirons désormais uv pour u.v

Définition

On appelle langage sur un alphabet A tout sous-ensemble de A”.

_ Exem_pies

Soit 'alphabet A = {a, b, ¢}

Soit L; 'ensemble des mots de A* ayant autant de a que de b. Ly est le langageinfini {e, ¢, cec,. .. ab, ba, .. ., abece,
acher, acehe, . . ., aabb, abab, abba, baab, . . . eccbechececen, . .

Son: Lyl ensemhle de vous les mots de 4 avant exactement 4 a. L» est le langage Inﬂnl {aaaa, aaaac, aaaca, ..
A
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| Uperation sur les ilangages

Opérations sur les langages

union : LilJLy={wiwquw e Ly ouwely}

intersection ¢ Ly [ Le = {w tq w € L; et w € Ly}

concaténation : L1J» = {w = wiws tq wi € Ly et ws € Ly}
puissance : L' = {w = w; ... w, g w; € L pour wout i € {1,...,n}}
dtoile : L* = Uysol"




Les langages reguliers

Probleme

érant donné un langage, comment décrire tous les mots acceptables 7 Comment décrire un langage?
Il existe plusieurs types de langage (classification), certains étant plus facile & déerire que d’autres. On 8'intéresse

ici aux langages réguliers.

Définitions -

Un langage régulier L sur un elphabet A est défini récursivement de la maniére suivante :
e {&} est un langage régulier sur A
e Sia est une lettre de A, {a} est un langege régulier sur A |
e Si R est un langage régulier sur A, alors R" et R* sont des langages réguliers sur A
e Si Ry et Ry sont des langages réguliers sur A, alors Ry | ) Ry et Ry Ry sont des langages réguliers

Les langages réguliers se déerivent trés facilement par une expression réguliére,




Les langages réguliers

Définitions

Les expressions régulidres (E.R.) sur un alphabet A et les langages qu’elles décrivent soni
définis récursivement de la maeniére suivante :

o & est une B.R. qui décrit Ic langage {e}

» Sia€ A, alors a est une E.R. qui déerit {a)

e Sir est une E.R. qui décril le langege R, alors (r)* est une E.R. déerivant R*

o Sir est une E.R. qui décrit le langage R, alors (r)* est une E.R. déerivant Rt

o Sir et s soni des E.R. qui décrivent respectivemnent les langages R et S,

alors (r)|(s) est une E.R. décrwant R[JS

e Sir et s sont des E.R. qui décrivent respectivement les langages R et S,

{ alors (r)(s) est une E.R. décrivant RS
e [l n'y a pas d’auires ezpressions réguliéres

| Remarques

| on conviendra des priorités décroissantes suivantes : #, concaténation, | Clest & dire par exemple

que ab*fe = ((a)((L)*))](e)
En outre, la concaténation est distributive par rapport & | : v(sl¢) = rs|rt et (s|t)r = sr|ir.




Les langages réguliers

Exemples

* (alb)* = (bla)* dénote I'ensemble de tous les mots formés de a et de b, ou le mot vide.

e (a)|((1)*(c)) = alb®c est soit le mot a, soit les mots formés de 0 ou plusieurs b suivi d’un ¢. Clest i dire
{a, ¢, be, bbe, bbbe, bbbbe, . ..}

s (a*[b7)" = (a|b)* = ((ela)b*)" décrit tous les mots sur 4 = {a,b} ou encore 4*

= (a]b)* abb(alb)* dénote I'ensemble des mnots sur {a, b} ayant le facteur abb

e b*ab*ab*ab® dénote I'ensemble des mots sur {a,l} ayant exactement 3 ¢

e (abbe|baba)taa(cejbb)x = {abbeoa, . . ., babaabbababaaa, . . . ,abbeabbeaacchbbh, . ..}

Remarques

(a]b)* a(alb)*, qui décrit les mots sur {a, b} ayant au moins un a est ambigud. Car, par exemple, le
mot abeab “colle” & l'expression régulidre de plusieurs maniéres :
abaab =€ . a . baab avec € € (alb)*, et baad € {a]b)*
abaab = ab . a . ab avec ab € (a|b)*, et ab € (a|b)*
abaal = aba . a . b avec aba € (alb)*, et b € {a|b)*
Par contre, l'e.r. b*a(a|b)* décrit le méme langage et n'est pas ambigué.
abaab=¢ . a . bagh avec € € b*, et baab € (a|b)*




